Continuidad y separación de los operadores clausuras isotónicos y puntualmente simétricos by Salamanca R., Pedro J
UNIVERSIDAD DE PANAMÁ 
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES EXACTAS Y TECNOLOGÍA 
VICERRECTORIA DE INVESTIGACIÓN Y POSTGRADO 
PROGRAMA DE MAESTRIA EN MATEMÁTICA 
CONTINUIDAD Y SEPARACIÓN DE LOS OPERADORES CLAUSURAS 
ISOTÓNICOS Y PUNTUALMENTE SIMÉTRICOS 
POR 
PEDRO J SALAMANCA R 
TESIS PRESENTADA COMO UNO DE LOS REQUISITOS 
PARA OPTAR POR EL GRADO DE MAESTRO EN CIENCIAS 
CON ESPECIALIZACIÓN EN MATEMÁTICA PURA 
PANAMA REPUBLICA DE PANAMÁ 
2008 
Titulo de la Tesis "CONTINUIDAD Y SEPARACIÓN DE LOS OPERADORES 
CLAUSURAS ISOTÓNICOS Y PUNTUALMENTE SIMETRICOS_ 
TESIS 
Sometida para optar al titulo de Maestría en Matematica 
Vicerrectona de Investigacion y Postgrado 
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y Tecnologia 
' APROBADO POR 
o 
, or- 
Dr lame Gutierrez 
PRESIDENTE 
Mgtr Moises Gonzalez 
MIEMBRO 
(iocrir- 
Mgtr Simon V squez 
MIEMBRO 
REFRENDADO POR 
PRESENTANTE DE LA VICERRECTOF 
DE INVESTIGACION Y POSTGRADO 
PECHA 	 / 	 / / OU—r0 4 2€249  
1 
DEDICATORIA 
Quiero dedicar este trabajo a mi esposa e hijos que han sido la fuente de 
motivación para alcanzar esta meta a mis padres hermanos hermana 
familiares amigos y a todas aquellas personas que me han bnndado su 
apoyo en los momentos d'hales 
11 
AGRADECIMIENTO 
Queremos en estas cortas lineas agradecer a Dios todopoderoso por 
permitirnos concluir esta meta También agradecemos de manera muy 
especial a nuestro profesor asesor el Dr Jaime Gutierrez por la paciencia y la 
gula desinteresada que nos brindó en todo momento para culminar de 





Indice general 	 ni 
Resumen 	 1 
Introducción 	 2 
1 Propiedades basicas de los espacios clausuras 	 3 
11 Espacios clausuras 	 4 
1 2 Función vecindad y funcion convergencia 	 8 
1 3 Continuidad y preservacion de la clausura 	 13 
1 4 Operadores isotonicos 	 18 
2 Axiomas de separacion y ~roa 	 21 
3 Contmuidad y separacion para operadores clausuras isotonicos 30 
y puntualmente ~bicos 
3 1 Preservación de la clausura y continuidad entre espacios con 
Operadores isotonicos 	 31 
32 Funciones no separadoras 	 32 
Conclusion 	 36 
Bibliografía 	 37 
RESUMEN 
En este trabajo de graduaaon se presentan las propiedades basicas de los 
espacios clausuras se caracterizan los operadores clausuras Además se 
establecen las propiedades de separaaon y simetría entre los elementos y 
subconjuntos de los espacios clausuras Finalmente se hace un estudio de la 
continuidad y la preservación de la clausura a traves de la isotonía y la simetna 
puntual para funciones entre espacios clausuras 
SUMMARY 
In this work of graduaban we present the basic properbes of the closure spaces 
and charactenze the closure operators Piso we established the properbes of 
separaban and symmetry between the elements and subsets in closure spaces 
Finally we study the continuity and the preservaban of the closure using isotonic 
and the punctual syrnmetry for functions between closure spaces 
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INTRODUCCIÓN 
Este trabajo de graduacion ha sido desarrollado con el propósito de alcanzar 
vanos objetivos Pnmero definir los conceptos basicos de los espacios 
clausuras Segundo demostrar las propiedades básicas de los espacios 
clausuras Tercero estudiar la propiedad de preservacion de la clausura para 
funciones entre espacios clausuras y finalmente establecer las relaciones de 
separación y continuidad para funciones entre espacios clausuras 
Para tal fin hemos dividido nuestro trabajo en tres capitulos En el primero 
denominado Propiedades Basicas de los Espacios Clausuras se definen los 
conceptos fundamentales derivados de la noción de operador clausura y 
ademas se demuestran algunas propiedades que seran utilizadas mas 
adelante En el segundo capítulo titulado Axiomas de Separación y Simetría se 
define la separación y la simetria de subconjuntos y elementos del espacio 
clausura con la finalidad de caractenzar por medio de un conjunto especial al 
operador clausura Para concluir en el temer capitulo denominado Continuidad 
y Separamon para Funciones entre Espacios Clausuras lsotonicas y 
Puntualmente Simétricas se utilizan los resultados de los capítulos anteriores 
para establecer las condiciones con las cuales una funcion conhnua es no 
separadora o clausura preservante y viceversa además cuando una funcion no 
separadora equivale a una clausura preservante 
CAPITULO 1 




En este capítulo presentaremos las pnnapales definiciones que utilizaremos en 
nuestro trabajo definimos algunos conjuntos asociados a los operadores 
clausuras Ademas estudiamos algunas propiedades de los operadores 
clausuras con el propósito de verificar resultados que pueden o no ser válidos 
en la Topologia General como por ejemplo la continuidad de funciones entre 
espacios clausuras el caso en que la 
clausura es isotónica o la equivalencia entre la clausura de los espacios 
topológicos con el operador clausura 
11 Espacios Clausuras 
Definicion 1 1 
Sea X un conjunto no vacío y "X) su conjunto potencia un operador 
el F(X) -+ P(X) se llama operador clausura en X Ademas si A c X cl(A) 
se dice que es la clausura del conjunto A 
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Recordemos que dado un conjunto X no va= y Ag. X el complemento de A 
denotado A está dado por A = X - A 
Definición 1 2 
Sea X un conjunto no va= P(X) su conjunto potencia A. C X y 
cl P(X)--> P(X) 
	
un operador clausura el dual del operador clausura es el 
operador interior int P(X) -> P(X) definido como 
mt(A) =19/(A )I 
Es obvio que ci(A)= brit(A 
Defimcion 1 3 
Sea X un conjunto no vacio P(X) su conjunto potencia ACX y 
cl P(X) -+ un operador clausura Denominamos extenor de A (en (A)) al 
conjunto 
ext(A) = X - cl(A) 
Definicion 1.4 
Sea X un conjunto no vacuo y P(X) su conjunto potencia Un operador 
el P(X) -> "X) se dice que es 
1 Fundamentado si c/(0)= giS 
2 Isotonico si cl(A)C cl(B) siempre que A B 
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3 Extendido si A ç  d(A) para cada A c X 
4 ldempotente si c/( 10 c cl(el(A)) 
5 Sub lineal si d(AU B) c cl(A)U d(B) 
Definicion 1 5 
Sea X un conjunto no vacío y c/ un operador clausura sobre X al par (X 
c/) se le denomina espacio clausura 
Ejemplo 1 1 
Sea Ar un conjunto no vacío Ac X y r una topologia sobre X el operador 
clausura 
ci P(X) P(X) 
A --> cl(A)=74 
Donde A es la adherencia del conjunto A en el espacio topologico (X r) Asi 
(X 2") puede ser considerado un espacio clausura 
El operador clausura d(A)= A recibe el nombre de operador de Kuratowsla y 
su dual es el operador interior mt(A) = A Este operador clausura cumple con 
todas las clasificaciones de la definición 1 4 
Ejemplo 1 2 
Sea X un conjunto no vacio Ac X y f X -> X una funcion definamos a d 
como sigue 
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cl P(X) ---> P(X) 
A --> cl(A). f 1 (A) n A 
Luego (X cl) es un espacio clausura donde d es fundamentado e isotonico 
Es interesante generalizar este espacio para una familia de funciones por lo 
cual presentamos el siguiente ejemplo 
Ejemplo 1 3 
Sea X un conjunto no va= y tf }e, una familia de funciones de X en X 
ACX y cl(A)= nf  '(A) n A El espacio (X ci) es un espacio clausura donde 
/ 
su operador es fundamentado e isotonico Este operador clausura no es en 
general sub lineal pero es interesante notar que cl(A)U d(B) cl(AU B) 
ademas como cl(A n B) = cl(A) n cl(B) obtenemos que el dual de este operador 
es sub lineal 
Defirucion 1 6 
Sea (k cl) un espacio clausura un subconjunto A de X se dice que es 
cerrado si A = cl (A) o que es abierto si A = int(A) 
Ejemplo 1 4 
En el espacio clausura definido en el ejemplo 1 2 los conjunto cerrados son 
aquellos tales que Ac f 1 (A) y los abiertos son aquellos en los que 
f I(A)CA 
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Ejemplo 1 5 
Sea X el conjunto de los numeros reales y Ac X denotemos sup A al 
supremo de A en caso de existir e la A al intimo de A en caso de existir y 
definamos al operador clausura como sigue 
A- {sup A, mí A} si A es acotado superior e inferiormente 
A- sup A 	 si A posee cota superior 
cl(A)= A -mf A 	 si A posee cota 'Menor 
A 	 si A no es acotado 
En este espacio los intervalos abiertos (a b) son cerrados y los intervalos 
cerrados [a b] son abiertos Además el operador clausura es fundamentado 
isotonico e idempotente No es sub lineal pues si tomamos dos intervalos 
cerrados disiuntos [a b] y [c cil entonces 
clda b]U[c d])= (a blUfr d) a clac: bDU cl([c d]) 
1 2 Funcion vecindad y función convergencia 
Definición 1 7 
Sea (X c/) un espacio clausura xeX yNcX Diremos que N es una 
vecindad de JC SI X E mt(N) 
Ejemplo 1 6 
En el ejemplo 1 5 todo intervalo que contiene a un X E X es una vecindad de 
x Ademas todo conjunto acotado para el cual x sea su supremo o su intimo es 
una vecindad de x 
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Ejemplo 1 7 
Sea (X, 4 como en el ejemplo 1 2 Una vecindad de x será todo subconjunto 
BcX tal que xed3 o xef l (B) 
Definicion 1 8 
Sea «, c/) un espacio clausura Llamaremos funcion vecindad y funcion 
convergencia a las funciones N X--> P(P(X)) y N* X --> P(P(X)) 
respectivamente tales que para cada ic E X se asignan las colecciones 
5V-N = IN E P(X)I x E int(N)1 
Tr* (x) = {Q e P(X)/x E C1(0} 
de sus vecindades y convergencias 
Ejemplo 1 8 
En un espacio topologico (X y) Para todo xE X ir O) es el conjunto de 
todos los AcX tales que xeA y N* (x) esta formado por todos los BcX 
tales que x e B 
Ejemplo 1 9 
Consideremos el espacio clausura del ejemplo 1 3 W* (x) es el conjunto de 
todos los AcX tales que xeAyxer(A) para todorel .91"N es el 
conjunto de todos los B c X tales que xeB o xef 1 (B) para algun 1 e / 
1 0 
Teorema 1 1 
Sea (X cl) un espacio clausura QcXyx€X entonces 
Q€911—*(x).(=>Q1 EgsrN 
Demostración 
Se deduce de las siguientes equivalencias 
Q e Tr* (x)<=> x E d(Q) 
a. X E tint(Q )1 
a> x o tnt(Q ) 
<=> Qeffif (4 
Teorema 1 2 
Sean pcco un espacio clausura AcX y xeX Si .95f y X* son las 
funciones vecindad y convergencia entonces 
0 x e d(A) <=> A 0 W(x) 
ji) x e int(A) e> A 0 X* (x) 
Demostracion 
0 Supongamos que X E cl(A) esto equivale a que A € .90 (x) lo cual 
ocurre sí y solo si A 0 W(x) 
u) Sea X E int(A) lo que equivale a que A €311- (x) y esto si y solo si 
(A 
)" 
e W(x) siempre y cuando A 0 gr (x) 
Definicion 1 9 
Sea X un conjunto no vacio C11 y C12 operadores clausuras en X Decimos que 
ch es más fino que ch c1 1 	 ch o que c/2 es mas grueso que di si 
c11 (A)Ce12 (A) para todo A X 
Ejemplo 1 10 
El operador clausura d i (A)=nf 1 (A)(1A es más fino que el operador 
clausura e12 (A)= fk l (A)(1A para algtm k e / 
Observaciones  
Notemos que si ch s c/2 y d i ch tenemos que c/ I = ch y además de 
aqui se deduce una relacion de orden sobre el conjunto de los operadores 
clausuras 
Teorema 1 3 
Sea X un conjunto no vacío di y ch dos operadores clausuras en Xy sean 
znti 0712 y, gler2 ikri * y w-2* los operadores interiores y las funciones vecindades 
y convergencias asociadas Entonces las siguientes condiciones son 
equivalentes 
-)ci, .52 C12 
u) ¡n12(A)C int i (A) para todo A e "X) 
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12 
129 .91-2(x).c gsri(x) para todo x € X 
IV) Wi * (X) C W2* (X) para todo X € X 
Demostración 
n) 
Sea A E P(X) luego 
zn12 (A)=1512(24 )j _c 1902111 = znti(A) 
in) 
Sea A c X 
Si A e Tf2(x) x e int2(A) 
X E Enti (A) 
A e Tri(x) 
iv) 
Tomemos A X 
Si A E Wi * (X) X E c11(Á) 
A W2(x) 
A e 5(2* (x) 
ni) 
Sea AcX y xecli(A) A e 	 (x) 
A e W2* (x) 
X E cI2 (A) 
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Observación  
Si se cumple alguna de las condiciones del teorema anterior diremos que 
(X c11) es mas fino que (X c12) y escnbiremos (X c11) » (X c1 2 ) 
1 3 Continuidad y preservacion de la clausura 
Definición 110 
Sean (X di ) y (Y 4) espacios clausuras y sea f X —> Y una funcion 
decimos quef es 
o) Clausura preservante si para todo A e P(X) se cumple que 
ffr11(A)) 4 (f(A)) 
n) Continua si para toda B E P(Y) tenemos que 
cl (f '(B)) c f '(cl (B)) 
Es obvio que la identidad r (X cI)—> (X cl) es tanto clausura preservante 
como continua Además la compuesta de funciones clausura preservantes 
(continuas) es también clausura preservante (continua) 
Teorema 1 4 




I) 	 int l if I 03»= 1x e Xlf (B) e Ari(x)} 
n) f (int 2 (B)) = tx e X1BE Mr2 (f (x»} 
cli(f 1 (B)) =Ir Xif (B) E iftrj * (x)} 
	
110 	 (c12 (B)) = 1x e XIBE 91/21 -2* 	 (x))1 
Demostracion 
Las demostraciones se obtienen directamente de las definiciones 
correspondientes por lo tanto las omitiremos 
Teorema 1 5 
Sean (X e11 ) y (Y c1 2 ) espacios clausuras y sea f X -› Y una función 
Entonces las siguientes condiciones para la continuidad son equivalentes 
c1 (f (B)) ç f ' (c12 (B)) para todo B e P09 
u) f (MY 2 (B)) 	 1 (B)) para todo B e P(Y) 
ni) B e 915(f(x)) f (B) E %(x) para todo B E P(Y) y todo x e X 
iv) 	 f (B) e .711" 1* (x)=> Be ffir 2* (f(x)) para todo B E P(Y) y todo 
x e X 
Las condiciones iii) y ni) son equivalentes para cada X E X 
Demostración 
En nuestra prueba utilizaremos la identidad f 1 (U) =fr (U )1 y la doble 
implicación A _c A e> 	 c A 
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f I (Int 2 (B)) =fr I «int 2(B)) )1 =fr t (c12 (B ))1 c [c1 1 (f I (B ))1 =Ecl,((f '(B))  )1 
=mt,(f 1 (B)) 
cl,(f 1 (B)) =Icl,(f 1 (B))1] =fmt,((f 1 (B)) 1 = Etnt i (f 1 (B ))1 
g_ if 1 (Int2(B ))1 
=[f ' ((c12(B)) )1 
= f '(c1 (B)) 
Por el teorema 1 4 se tiene que ii) ni) y i) iv) 
Solo falta probar que las condiciones ni) y iv) son equivalentes 
Si aplicamos reciproco a f 1 (B) E Arj * (x)=> B e N2* (f(x)) obtenemos 
B o gsr2* (f(x)) f '(B) e Ni* (x) con lo cual 
B o nr 2* (f(x». r i (fi ( )= k-1 (B)i c o X 1* (x) para todo B e P(Y) Y por la 
dualidad entre vecindad y convergencia 
B e 5V -2(f(x)) f 1 (B) e Wi (x) para todo B E P(19 
Corolario 1 1 
Sean (X di) y (Y  c12) espacios clausuras y f X —> Y una función Se 
dice quef es continua en x si B e W-2* (f(x)) siempre que f 1 (B) e Ni *(x) o 
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equivalentemente f (B) e Wit (x) implica que B e N2* (f()) para todo 
B C P(Y) 
Teoremal 6 
Sea X un conjunto no vacio (X c1 1 ) y 	 c12) espacios clausuras sobre X 
El espacio (X c11 ) es mas fino que (X c12 ) (X c11 )?.. .- (X el 2) si y sólo si 
(X cli )--> (X c12 ) es continua 
Demostracion 
Por definición / es continua si y sólo si c1 1 (: '(B))1 i (c1 2 (B)) para todo 
B e P(X) Luego como 1(x) = 1 (x) = x la condicion se reduce a 
cl,(B)c c12 (B) que es la definicion de mas fina o sea (X d i ) (X c12 ) 
La notación de vecindad de un punto puede ser extendida a los conjuntos 
Defirucion 1 11 
Sea 	 d) un espacio clausura y A E P(X) Un subconjunto V de X es una 
vecindad de A (V E 91/ (A)) si V E WOC) para todo X E A- 
Observacion w (14 =- W(x) 
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Lema 1 1 
Sea (X ct) un espacio clausura Para V A e P(X) se tiene que 
Ve . 91 (A) <4, A cmt(V) 
Demostración 
VE Ar(A) <r> V e 91r (x) para todo x e A 
.Itle X E Mt(V) para todo X E A 
c> A c mt(V) 
Definición 1 12 
Sea (X c/) un espacio clausura Un punto p E X se denomina punto limite 
de A c X si cada vecindad N e NO) satisface que 
Nn {A - Id # 0 
El conjunto A = {x e X I para todo N E 9V (x) N n (A - {x})# 01 de todos los puntos 
limites de A se denomina derivado del conjunto A 
Observaciones 
O Si x no tiene vecindad W (x) = 0 entonces x e cl(A) y 2CEA para 
todos los A C X Esto es 0 = {x e X 911-(x)= 0} 
u) De la definición se deduce que XEAxe {A - {x}} 
ni) Si B . g . A tenemos que B c A puesto que N n (B - {p}) # 0 
obviamente implica que N n (A - {p})* 0 
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A continuación venticaremos algunas propiedades de los espacios clausuras 
cuando la clausura es isotónica 
1 4 Operadores isotorucos 
Lema 1 2 
Sea (X c/) un espacio clausura entonces las siguientes condiciones son 
equivalentes 
(k1) c/ P(X) —> P(X) es isotónica 
(k1) cl(A)Ucl(B)c cl(AUB) para todo A,B e P(X) 
(k1 ) cl(AnB)C cl(A) n ci(B) 
Demostración 
(k1) 	 (k1) 
Como A c AU B y Bc AU B para todo A B e P(X) luego d(A)c cl(AUB) 
y cl(B) c cl(AUB) entonces cl(A)U cl(B)c cl(AU B) 
(k1) 	 (kv) 
Puesto que An Bc A y AnB cB tenemos que cl(AnB)ccl(A) y 
cl(A n B) c cl(B) por consiguiente cl(A II B) c cl(A)n cl(B) 
(k1 ) 	 (k1) 
Supongamos que d(A)U d(B) c d(AUB) 
Sea A g B Entonces cl(A) c. d(A)U cl(B) c d(AU B) = ci(B) 
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(k1 ) (Id) 
Digamos que cl(A n B)c cl(A) n cl(B) y que A _c B 
Luego cl(A)= cl(A fi B)ccl(A)n cl(B) ç cl(B) 
Tambien podemos derivar condiciones equivalentes para el dual del operador 
clausura 
(k1 ) A c  B implica que int(A) C mt(B) para todo A B e P(X) 
(k1 IV) Int(1 ) U mt(B)c int(AUB) para todo A B e P(X) 
(k1v) mt(A n B) .mt(A) n mt(B) para todo A B E P(X) 
La isotonia es necesaria y suficiente en general para expresar la clausura en 
términos de vecindades En los espacios topológicos la clausura c(A) se define 
de la siguiente manera 
c(A) ={x e X I para todo N E .911-(x) A n N # 0} 
La cual resulta de gran importancia en espacios clausuras arbitranos 
Lema 1 3 
Sea (X 	 un espacio clausura arbitrario AcBcX 
entonces c(A) = ncl(B) 
fi AcI3 
Demostracion 
Sea xec(A) y AcB si NeW(x) entonces NnA#0 
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Supongamos ahora que B e .9kf(x) entonces B rbi 0 lo cual es 
contradictorio pues Ac BB 1 N(x) lo cual implica que x e cl(B) 
Sea x e ncl(B) y supongamos que x o c(A) entonces existe N e .95((x) tal 
131. ACBcX 
que AnN=0 de ahi que AcN entonces xecl(N ) Lo antenor implica que 
N e w*(x) que se cumple si y sólo si N o .911-(x) y esto es una contradicción 
Teorema 1 7 
Sea (.t 0 un espacio clausura entonces 
1) c(A) c el(A) 
u) c P(X) -> "X) es isotonica 
in) c(A) = cl(A) si y solo si cl P(X) -P(X) es isotonica 
Demostración 
La demostraaon es consecuencia de la aplicación del lema 1 3 
Lema 1 4 
c Sea (X 0 un espacio clausura y sea Ag. X entonces A ci(A) y  
A -A c d(A) - A 
Demostración 
Supongamos que p o A Luego pe A si y solo si para todo N e sv(p)se 
cumple que N MA -{p})=NnAns en efecto sí y sólo si P e cl(A) por el 
teorema 17 En general NI -10- byll* 0 implica que Nn A*0 por lo tanto 
p E A implica que p E ci(A) 
CAPITULO 2 




En este capitulo se definen las propiedades de separacion y simetna para 
subconjuntos y elementos de un espacio clausura luego se redefine la clausura 
de un conjunto a traves del conjunto S de los pares de conjuntos clausura 
separados se establece la condicion necesaria para que un espacio (X ci) 
separado sea R, y puntualmente simetnco Finalmente se caracteriza al 
operador clausura de un espacio clausura separado a traves del conjunto S 
2 1 Separamon y simetría 
Detinicaon 2 1 
Sea (X cl) un espacio clausura Ay B subconjuntos de X Se dice que A y 
B son clausura-separados (o simplemente cl-separados) si Ancl(B)= O y 
c/(A)fl B = O o equivalentemente si A cext(B) y B c ext(A) 
Definicion 22 
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Sea (X c/) un espacio clausura Si para cada Ac X y cada x e ext(A) se 
cumple que 14 y A son cl separados entonces el espacio se denomina 
separado 
Teorema 2 1 
Sea (X c/) un espacio separado y sea S el conjunto de los pares de 
conjuntos cl separados en X Entonces para cada subconjunto A de X se tiene 
que cl(A)= 1x e X {{x} A} o S} 
Demostración 
Probaremos primero que cl(A) c PC E X {{X} A} 0 S}en cualquier espacio 
clausura 
Supongamos que y o {x E X (IX} A} o S} esto es {{y} A} E S Entonces 
{y}(1c1(A)= 0 por lo tanto y o cl(A) 
Para probar que lx e X {{x} A} e S} c cl(A) supongamos que y e cl(A) 
Como (X cl) es separado {{y} A}e S y por lo tanto y o {x e X {{x} A} o S} 
Defimmon 23 
Sea (X c/) un espacio clausura Se dice que c/ es puntualmente surtid:rico 
si para todo xyeX se cumple que si x e cl(lyn, entonces y e dqx}). 
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Definicion 24 
Sea (X c/) un espacio clausura diremos que (X e/) es Ro cuando para 
todo x yeX si x está en cada vecindad de y entonces y está en cada 
vecindad de x. 
Corolario 2 1 
Si (X 	 es un espacio separado entonces c/ es puntualmente simétnco y 
(X, 	 es Ro, 
Demostracion 
Como (.ez 	 es separado si x e cl({y}) entonces {x} y {Y} no son clausura 
separados por lo tantoY e C1({X}) con lo que se prueba que ci es puntualmente 
simetnco 
Supongamos ahora que x pertenece a cada vecindad de y esto es si 
y E mt(M) entonces x e Al Pongamos A= M y por contraposicion si x E A 
entonces y E cl(A) 
Tomemos x e mt(N) luego x o c/(N ) y como (X 	 es separado x es cl 
separado con N Por lo tanto como cl«x»n N = 0 tenemos que ci({x})_g_ 
Ahora como x E (X} entonces y E Ci({X}) c N con lo cual se prueba que (X 
c o es Ro 
Estas tres clasificaciones no son equivalentes en general esta ocurre 
cuando el operador clausura es isotonico 
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Teorema 2 2 
Sea (X c/) un espacio clausura con c/ isotonico entonces las siguientes 
afirmaciones son equivalentes 
i) (X c/) es separado 
u) c/ es puntualmente simétrico 
in) (X c/) es Ro 
Demostracion 
Supongamos que c/ es puntualmente simetnco 
Sea A ç  Ar y sea x E exa v-/ Entonces como c/ es isotónico para cada 
yEA x cl«Y» pues de)ing.. c/(A) por lo tanto y c/({4). De ahí que 
c/({xpn A = 
n) 
Se demostro en el corolario 2 1 
n) 	 in) 
Asumamos que c/ es puntualmente simétrico 
Sean xyEX tales que x pertenece a cada vecindad N de y esto es si 
Y E int(N) entonces x E N Por contraposición si x E A se cumple que y e d(A) 
en particular X E {4 implica que y E c/({x» de lo que se deduce que xc  daY» 
De este modo como c/ es isotonico si Y " entonces X E Clay» cl(B) 
Recíprocamente si X E Int(C) entonces Y E C esto es y esta en cada vecindad 
de x. Luego (,1' co es Ro 
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ni) 	 n) 
Finalmente supongamos que (X c/) es R0 y que S E cl({y}) Como c/ es 
isotónico si y E B entonces x e d(B) o lo que es lo mismo y pertenece a cada 
vecindad de x Por ser (X 4 un espacio clausura R0 y E tnt(N) implica que 
x e N Por consiguiente si x € 4 entonces y e cl(A) en particular como X E {X} 
tenemos que y e d({x}) Luego c/ es puntualmente simetrico 
Teorema 2 3 
Sea (X c/) un espacio clausura y sea S el conjunto de pares de conjuntos cl 
separados de un conjunto X tal que para todos los A BCcX 
1) Si Ac B y {B C} E S entonces {A, C} e S y 
n) Si {{x} 131 e S para cada xE A y ify} Ale S para cada y e B entonces 
{A Me S 
Luego existe un unico operador clausura isotónico y puntualmente simetnco 
c/ en X el cual clausura separa los elementos de S 
Demostracion 
Por el teorema 2 1 cl(A) = {X E dr {-{x} Al E SI para cada A c X 
Si AcBcX y xecl(A) entonces {{x} 411 S Por el reciproco de 1) 
{{x} B} e S esto es x e cl(B) Luego c/ es isotonico 
27 
Ademas X E cl«y» si y solo si {{x} {y}} o S si y sólo si y e cl({x}), por lo 
tanto c/ es puntualmente simetnco 
Supongamos que {il B} E S Entonces 
A n cl(B) = A n 1x E x {{x} me si . (x e A {{x} B} 0 S} = 0 Analogamente 
c1(A) fi B = O Por consiguiente si {A B} E S entonces A y B son cl separados 
Ahora supongamos que A y B son d-separados Entonces 
0 = Ancl(B)= lx e A {{x} B} o S} y 0 = d(A)r1B ={3, e B {ty} A} e S} Por lo 
tanto {{x} Me S para cada xeA y {{y} A} e S para cada y e B de ahi que 
{A Me S 
Luego de los resultados obtenidos presentaremos algunas propiedades de 
los operadores clausuras a través del conjunto de los pares de conjuntos c.! 
separados 
Teorema 24 
Sea (X c/) un espacio separado con AECcX y S el conjunto de los 
pares de conjuntos cl-separados entonces c/ es 
i) Fundamentado si y solo si para todo X E X {{X} 0} E St 
u) Extendido si y solo si para todo {A B} ES A yB son disjuntos 
iii) Sub-lineal si y solo si {A BU/ E S siempre que {A B} e S y 
(A C} e S 
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Además si c/ es extendido y para todo ABcX cuando {{x} B} rl s y 
{{y} A} o S para cada ye B se cumple que ((x} Al o s entonces d es 
idempotente 
Mas aun si c/ es isotonico e idempotente cuando N B} o Si y (5) ii) o S 
para cada y E B entonces Itx} Al o s 
Demostracion 
En el teorema 2 1 se determinó que cl(A)=IJC E X (14 Al e S} para cada 
A c X 
0 Supongamos que para cada x E X (N 0} e S Entonces 
cl(0)= lx e X Ilx} o} o s} = 0 Por lo tanto c/ es fundamentado 
Inversamente si O = c/(0) = {x e X {go} o 4 entonces {{x} 0} e 5 
para todo x e X 
ii) Si a e A entonces {{a} A} os pues si Ha) AJE S tendnamos que 
(a}r) c/(A) = (4 o sea a c en(A) con lo cual ((a} A} o S que es 
contradictorio Luego A c1(11) para cada A c X Lo que significa 
que c/ es extendido 
Ahora supongamos que c/ es extendido y que (A Me S entonces 
AnBccl(A)f)B=0 De ah' que A y B son disjuntos 
in) Supongamos que si (A /3} e S y (A C) e S se tiene que {A,BU C} E S 
29 
Sea xE X y BCcX tales que {{4 B U Cha S entonces {{x} B} E S 
o ttx} C} o S Por lo tanto c/(B U C) c cl(B)U cl(C) luego c/ es sub 
lineal 
En sentido contrano supongamos que c/ es sub lineal y que 
{A C} e S y {B C} E S Entonces 
cl(AUB)n c _, fri(A)u do» n c = p(A) n cgu (c/(B)n c) = 0 y 
(A lj B)n e/(c) = (A n ci(c))u (B n cr(c)). o Por lo tanto 1A U B C} E S 
Supongamos que c/ es extendido y que si {{x} B} E S y (ty) A) e S 
para cada ye B se cumple que {{x} A} 0 S 
Probaremos que cl(cl(A))c d(A) 
Si x e cl(cl(A)) entonces ({x} cl(A)} e S Además {{Y} A} o S para 
cada y E cl(A) luego {{x} A} e S 
Corno c/ es extendido cl(A) ç cl(c1(A)) Por todo lo anterior 
d(A) = d(c1(A)) para cada A c X 
Finalmente supongamos que c/ es isotonico e idempotente 
Sea xeX y A BcX tales que {{x} B}OS y {{y} Ales para cada 
ye B Entonces x e d(B) y para cada ye B se tiene que y e el(A) 
esto es B c cl(A) De atii que X E cl(B) c d(cl(A))= cl(A) Luego 
llx} A) 0 5 
CAPITULO 3 
CONTINUIDAD Y SEPARACION PARA 
OPERADORES CLAUSURAS 




En este capitulo utilizamos los resultados obtenidos en los capitulos 
antenores para establecer las condiciones necesanas para que una funcion 
entre espacios clausura que sea continua sea clausura presentante o no 
separadora ademas se estudia la equivalencia entre clausura preservacion y no 
separación 
3 1 Preservawon de la clausura y continuidad entre espacios 
con operadores isotonicos 
Teorema 3 1 
Sean (X c/1 ) y (Y c/2 ) espacios clausuras y sea f X —> Y una funcion 
0 Si f es clausura pre-servante y c/2 es Botánico entonces f es 
continua 
u) Si f es continua y di es isotonico entonces f es clausura 
presentante 
Demostración 
0 Supongamos que f es clausura preservante y que c12 es isotonico 
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Sea B g-Y luego f(cli(f I(B)))cl2(f(f l(B)))_c12(B) y comof es 
una funaon c11 (j` I Q») ç f t (f(cl l (f 1 (13)))) f P2 (13» con lo que se 
prueba quef es continua 
u) Supongamos quef es continua y que ch es isotonico 
Sea A _C X de ahí que c11(A)C cidf 	 f 'fri2V(A)A y como 
f es una función f(cli(A))ç ffr t (c12(f(A))»c c12(AAI 
3 2 Funciones no separadoras 
Detimcion 3 1 
Sean (X 4) y (Y c1 2 ) espacios clausuras y sea f 	 Y Si para todo 
A Bc X f(A) y f(B) no son drseparados siempre que A y B no son ch 
separados entonces decimos que f es no separadora 
Teorema 3 2 
Sean (X c1 1 ) y (Y c1 2 ) espacios clausuras f X —> Y una funaon y 
C Dc Y 
0 Si c12 es isotónico y f es no separadora entonces si C y D son 
cirseparados se cumple que f (C) y f '(D) son ¿sil separados 
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u) SI ch es isotontca y cuando C y D son c/2-separados se tiene que 
f (C) y f (D) son di separados entonces f es no separadora 
Demostracion 
0 Sean C y D subconjuntos c/2-separados con c12 isotonico y sean 
A = f '(C) y B = f 1 (D) Como f es una función f(A) C 
f(B) c D y puesto que 	 c12 es isotónico 	 f (A) Y f (13) son ch- 
separados Luego como f es no 	 separadora A y B 	 son ch 
separados 
u) Supongamos que di es isotoruco y sean A Bc X tales que C = f (A) 
Y 	 D = f( B) son c/rseparados Entonces por hipotesis 
f y). f V(A)) y f (13)= f V(B)) son d separados y puesto 
que ch es isotónico tenemos que 	 A g. f 	 f 1 (c) y 
B f &O» c f (D) son tambien d i-separados 
Teorema 33 
Sean (X cli ) y (Y c1 2 ) espactos clausuras y sea f X —> Y una funaon Si 
f es clausura preservante entonces f es no separadora 
Demostracion 
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Supongamos que f es clausura preservante y que A Bc X son no cb 
separados 
Asumamos que cli (A)n B * O Entonces 
o.f(ci,(A)n B) c f(c1 1 (A))(1 f(B) _C C12 (f(A)) n f(B)- 
Similarmente si A ncli(B)*16 entonces f(A) nci2U-0»*0 Por lo tanto J(A) 
y f(B) son no cirseparados 
Corolario 3 1 
Sean (X c11 ) y (Y c/2 ) espacios clausuras f X ---> Y una funcion y sea ch 
¡satánico Si f es continua entonces f es no separadora 
Demostracion 
Por el teorema 3 1 si f es continua y c b es isotonico entonces f es clausura 
preservante Luego por el teorema 3 3 f es no separadora 
Teorema 34 
Sean (X da y (Y c/2 ) espacios clausuras f X ---> Y una funcion y (Y c12 ) 
separado Entonces f es no separadora si y solo si f es clausura preservante 
Demostraaon 
Por el teorema 3 3 si f es clausura preservante entonces f es no 
separadora 
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Supongamos que f es no separadora y sea A c X Si  c11(A)=  0 entonces 
f(ell(A)) = 0 c el,(f(A)). 
Asumamos que cl 1 (A) MS Denotemos por Si y 52 a los pares de 
subconjuntos di separados de X y ch-separados de Y respectivamente Sea 
Y e f(C11(A » de ah' que existe x e cl,(A)nf '14 Como X E cl, (A) 
{{x} A} 05 1 y puesto que f es no separadora {{y} f(A)} e S2 Como (Y c1 2 ) es 
separado y e C12 Mil» Por todo lo anterior f(e 11(21))c c12 (f00) para cada 
A c X 
Corolario 32 
Sean (X cla y (Y c1 2 ) espacios clausuras cuyos operadores clausura son 
isotonicos con C12 puntualmente simétnco y sea f X ---> Y una función 
Entonces f es no separadora sí y solo si f es continua 
Demostracion 
Puesto que c12 es isotonico y puntualmente simétrico (Y c/ 2 ) es separado 
Por el teorema 3 1 como ambos operadores son isotonicos f es clausura 
preservante si y solo si f es continua Por lo tanto si aplicamos el teorema 34 
se obtiene la conclusion deseada 
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CONCLUSIONES 
1 Los espacios clausuras constituyen una generalización de los espacios 
topotogicos 
I En espacios isotonicos las categonas de espacios separados y espacios 
R0 coinciden 
1 En los espacios isotónicos podemos definir al operador clausura de 
manera análoga a como se define en espacios topológicos 
I Un espacio isotonico separado es puntualmente simetnco 
I Las funciones definidas sobre espacios 'unamos y continuas preservan 
clausura 
I Las funciones definidas de espacios clausuras en espacios isotonicos y 
que preservan clausura son continuas 
I En espacios isotonicos puntualmente simetricos la propiedad de no 
separacion es equivalente a la continuidad 
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